

Aufgabenpool „Primzahlen“
Handreichung zur offenen Lernform: Stationenarbeit 

Mathematisches Gebiet: Primzahlen
Zielgruppe: Gymnasium, Klasse 6 / Oberschule, Klasse 5

Vorgeschlagener Einsatzzeitraum: 
Zur Festigung und Vertiefung von Primzahlbegriff, Primfaktorzerlegung, Teilbarkeitsregeln, des kleinsten gemeinsamen Vielfachen (kgV) und größten gemeinsamen Teilers (ggT) im Rahmen der Behandlung von Primzahlen
(Gymnasium: WP 3 „Primzahlen“)
(Oberschule: LB 1 „Natürliche Zahlen“)

Vorausgesetzte Kenntnisse und Fähigkeiten:
· Kennen der Begriffe Primzahl und Teiler
· Beherrschen des Verfahrens der Primfaktorzerlegung und der Teilbarkeitsregeln
· Beherrschen von Verfahren zur Ermittlung des kgV und ggT
· Kennen der Primzahlen bis 100 (alternativ: Kennen des Siebes des Eratosthenes als Möglichkeit diese zu ermitteln)

Zeitvorgabe: 60 bis 80 Minuten (15 bis 20 Minuten pro Station)

Inhalt: 
Die Stationenarbeit dient zur Wiederholung, Festigung und Vertiefung der zentralen Inhalte des Lernbereichs. Dies soll auf spielerische Art und Weise umgesetzt werden. Sie umfasst 4 Stationen, die von allen Schülerinnen und Schülern bearbeitet werden sollen. Je nach Lerngruppe kann allerdings die Zahl der genutzten Stationen flexibel reduziert werden. 
Die Stationsarbeit wird in Partnerarbeit durchgeführt. Bei ungerader Schüleranzahl muss eine Dreiergruppe gebildet werden. Das Material für die einzelnen Stationen muss also abhängig von der Anzahl der Lernenden in der jeweiligen Klasse mehrfach bereitgestellt werden. Zur nachhaltigen Verwendung des Materials, können bestimmt Materialien (etwa Spielfelder, Spielanleitungen, etc.) laminiert und wiederverwendet werden. 
Die Station „Primzahlcode“ ist eine Rätselaufgabe, bei der die Lernenden eine auf Primzahlen basierende Verschlüsselung wieder entschlüsseln müssen. Hier lernen die Schülerinnen und Schüler spielerisch (und in stark vereinfachter Form) eine Anwendung von Primzahlen in der Verschlüsselungstechnik kennen. Außerdem werden die Begriffe Primzahlzwilling, Primzahldrilling und Mirp-Zahl wiederholt. 
Bei der Station „Lauf durch Primelhausen“ handelt es sich um ein Brettspiel. Die Lernenden würfeln und rücken entsprechend auf dem Spielfeld vor. Erreichen sie ein Feld mit einer Primzahl wird ihnen vom Mitspieler eine Frage gestellt. Je nachdem, welchen Schwierigkeitsgrad sie dabei wählen, können sie bei richtiger Antwort zusätzlich 1, 2 oder 3 weitere Felder nach vorn Rücken. Die Station dient zur Festigung des Primzahlbegriffs, der Kenntnis spezieller Primzahlen, der Primfaktorzerlegung, des kgV und ggT, der Teilbarkeitsregeln sowie der Zerlegung von Zahlen in Summen von Primzahlen. 
Das „Primzahlmemory“ entspricht einem klassischen Memoryspiel mit abgewandelten Regeln. Paare bestehen hier je nach gewählter Spielvariante aus zwei Zahlen, die einen gemeinsamen Teiler besitzen oder aus zwei Primzahlen. Die Station dient zu Wiederholung und Festigung des Primzahlbegriffs bzw. des Teilerbegriffs. Je nach gewünschtem Schwierigkeitsgrad kann es mit den Zahlen 1 bis 60 oder mit den Zahlen 1 bis 100 gespielt werden.
An der letzten Station, „Euklids Beweis“, lernen die Schülerinnen und Schüler das Prinzip des Widerspruchsbeweises anhand eines außermathematischen Beispiels kennen und sortieren im Anschluss ein Beweispuzzle zum Satz von Euklid nach diesem Prinzip. Die Schwierigkeit hier liegt im Verständnis der abstrakten Beweislogik, deswegen besteht ebenfalls die Möglichkeit, diese Station lediglich als Zusatz für leistungsstarke Schülerinnen und Schüler anzubieten.

Zu erlernende Kenntnisse und Fähigkeiten:
· Die Schülerinnen und Schüler können eine auf Primzahlen basierende Verschlüsselung mit Hilfe der angegebenen Verschlüsselungsregeln wieder entschlüsseln. 
· Die Schülerinnen und Schüler können Fragen allgemeiner Natur oder konkret am Beispiel zu den Themen Primzahlbegriff, den Teilbarkeitsregeln, ggt, kgV, der Primfaktorenzerlegung und der Zerlegung in eine Summe von Primzahlen korrekt beantworten
· Die Schülerinnen und Schüler erkennen Primzahlen bzw. Zahlen, die gemeinsame Teiler besitzen.
· Die Schülerinnen und Schüler können ein Beweispuzzle zum Satz von Euklid korrekt anordnen. 


 

Materialbedarf:
· Station „Primzahlcode“:
Arbeitsblatt
· Station „Lauf durch Primelhausen“: 
Spielfeld, Spielanleitung, Spielanleitung, 2 Spielfiguren, Würfel, Arbeitsblätter mit Fragen
· Station „Primzahlmemory“:
Arbeitsblatt mit Spielanleitung, Zahlenkärtchen (1 bis 60 oder 1 bis 100)
· Station „Euklids Beweis“:
1 Arbeitsblatt (2 Seiten) pro Schüler, mindestens eine Schere
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Station: Der _ _ _ _ zahlcode 
Primelhausen hat ein Problem: Seit einiger Zeit treibt dort eine Diebesbande ihr Unwesen und klaut wertvolle Gegenstände aus den Häusern der Leute. Weil sie dabei geschickt vorgehen und die Polizei in Primelhausen etwas langsam ist, konnten sie bisher jedes Mal entkommen.
[image: ]Stell dir vor, du wohnst in Primelhausen. Zufällig hast du heute im Park eine verschlüsselte Nachricht entdeckt. Aufgeregt stellst du fest: Die Banditen benutzen ein Blumenbeet als Briefkasten für ihre Geheimbotschaften! 
Du vermutest, dass die Bandenmitglieder darin ihren nächsten Raubzug absprechen. Wenn du den Code rechtzeitig knackst, könnte man die Halunken also auf frischer Tat ertappen!
Betrachte den Code. Was fällt dir auf? 
Folgende Informationen helfen dir, den Code zu knacken: Jedem Buchstaben wird die seiner Stellung im Alphabet entsprechende Primzahl zugeordnet. 
Beispiel: Der Buchstabe Z kommt an 26. Stelle im Alphabet, also wird ihm die 26. Primzahl zugeordnet. Aber Vorsicht! Der Bandenanführer Ronnie mag Zahlenspielereien und hat Ausnahmen eingeführt. Zum Entschlüsseln der Nachricht müsst ihr nachfolgende Regeln in der gegebenen Reihenfolge berücksichtigen: 
Die Reihenfolge des Primzahldrillings 3, 5, 7 wird umgekehrt. 
Alle Primzahlzwillinge (das sind Primzahlen mit der Differenz 2) in aufsteigender Reihenfolge  werden miteinander vertauscht. (z.B. 11 mit 13). 
Alle Mirp-Zahlen (das sind Primzahlen, die von rechts gelesen eine andere Primzahl ergeben) werden durch ihr „Spiegelbild“ ersetzt. (z.B. 13 mit 31).  
Benutze zum Entschlüsseln die Tabelle auf der Rückseite. Viel Erfolg! 
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Entschlüsselte Nachricht: ______________________________________________________________________________________________
Erwartungshorizont: Der Primzahlcode
Blau:	Primzahldrilling
Orange:	Primzahlzwilling in aufsteigender Reihenfolge
Grün:	Mirp-Zahlen
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Entschlüsselte Nachricht: MORGEN ABEND UM ZWOELF AM MUSEUM
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Station: Lauf durch Primelhausen

[image: ]Um das Spiel „Lauf durch Primelhausen“ spielen zu können, benötigt ihr:
zwei 2 Spielfiguren
das Spielfeld
mindestens einen Würfel 
ein Blatt pro Spieler mit Fragen für den anderen Spieler.

Spielregeln:  
Spielt zu zweit! 
Stellt eure Spielfiguren auf „Start“. 
Würfelt abwechselnd und zieht um die gewürfelte Augenzahl weiter. 
Wenn du auf eine Primzahl kommst, wird es knifflig: 
Dein Mitspieler stellt dir eine Frage, die du beantworten musst. Wenn du richtig antwortest, darfst du um ein, zwei oder drei Felder (gekennzeichnet durch die Anzahl der Tiere vor den Fragen) weiterziehen. Du darfst dir selbst aussuchen, ob du eine leichte (ein Tier), mittlere (zwei Tiere) oder schwierigere (drei Tiere) Frage beantworten möchtest.  
Wer zuerst im Ziel ankommt, hat gewonnen! Dazu musst du das Ziel mit der passenden Augenzahl erreichen.

Viel Spaß!

Lauf durch Primelhausen

[image: ]Um das Spiel „Lauf durch Primelhausen“ spielen zu können, benötigt ihr:
zwei 2 Spielfiguren
das Spielfeld
mindestens einen Würfel 
ein Blatt pro Spieler mit Fragen für den anderen Spieler.

Spielregeln:  
Spielt zu zweit! 
Stellt eure Spielfiguren auf „Start“. 
Würfelt abwechselnd und zieht um die gewürfelte Augenzahl weiter. 
Wenn du auf eine Primzahl kommst, wird es knifflig: 
Dein Mitspieler stellt dir eine Frage, die du beantworten musst. Wenn du richtig antwortest, darfst du um ein, zwei oder drei Felder (gekennzeichnet durch die Anzahl der Tiere vor den Fragen) weiterziehen. Du darfst dir selbst aussuchen, ob du eine leichte (ein Tier), mittlere (zwei Tiere) oder schwierigere (drei Tiere) Frage beantworten möchtest.  
Wer zuerst im Ziel ankommt, hat gewonnen! Dazu musst du das Ziel mit der passenden Augenzahl erreichen.

Viel Spaß!

[image: ]
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Die Vektordaten des Spielfeldes und der Karten mit den Fragen sind der zugehörigen PDF zu entnehmen. Leider hat Microsoft Word die *.eps Dateien nicht richtig dargestellt, weshalb hier die Pixelbilder eingefügt wurden.


























Station: Primzahlmemory
Bildet 2er, 3er oder 4er Gruppen und findet euch gemeinsam an einem Tisch zusammen.
Schneidet das von eurer Lehrperson ausgeteilte Memory-Spiel aus und mischt die Karten. 
Legt die Karten anschließend, mit der Zahl nach unten, in einem großen Rechteck vor euch auf den Tisch.

Spielregeln
Entscheidet euch für eine der beiden nachfolgenden Spielvarianten.
(i)	Es beginnt die jüngste Person. Jede Person darf nun der Reihe nach zwei Karten aufdecken. Er darf die Karten behalten, wenn die Zahlen auf den Karten einen gemeinsamen Teiler besitzen (außer sich selbst und die „1“).
	Beispiel: 
Du deckst die Karten 3 und 15 auf – Du darfst die Karte nicht behalten, da sich die 3 nur durch sich selbst teilen lässt.
Du deckst die 6 und die 15 auf – Du darfst beide Karten behalten, da sich die 6 und auch die 15 durch 3 teilen lassen.
(ii)	Es beginnt wieder die jüngste Person. Jede Person darf nun der Reihe nach zwei Karten aufdecken. Er darf die Karten behalten, wenn es sich um Primzahlen handelt.

Es gewinnt die Person mit den meisten Kärtchen auf seinem Stapel. 
Die Gruppe entscheidet selbst, wann alle Zahlen aufgedeckt wurden. Begründet eure Entscheidung vor der Lehrerin/dem Lehrer.

Definition einer Primzahl:
„Eine Primzahl ist eine natürliche Zahl, die größer als 1 und ausschließlich durch sich selbst und durch 1 teilbar ist. Eine Primzahl ist also eine natürliche Zahl, die genau zwei natürliche Zahlen als Teiler hat.“ (Leutbecher, A. (1996): Zahlentheorie, Berlin Heidelberg: Springer-Verlag)
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Station: Euklids Beweis
Die größte bis heute bekannte Primzahl hat 22,3 Millionen Stellen, ist also unfassbar groß. Aber bis heute kennt niemand eine Formel, mit der man die nächste Primzahl berechnen könnte. Trotzdem wissen wir: Es gibt unendlich viele Primzahlen.
Der erste, der diese Aussage bewiesen hat, hieß Euklid. Er war ein griechischer Mathematiker, der vor über 2000 Jahren gelebt hat. Euklids Beweis ist ein Widerspruchsbeweis. Das bedeutet: Er nahm das Gegenteil von der Behauptung an, die er beweisen wollte. Dann zeigte er, dass diese Annahme zu einem Widerspruch führt, sie also nicht stimmen kann. Daraus konnte Euklid dann den Schluss ziehen, dass seine Annahme falsch war und das Gegenteil (also die Behauptung) richtig sein musste.
[image: ]Solche Widerspruchsbeweise gibt es nicht nur in der Mathematik. Schau dir das folgende Beispiel an:








Aufgabe 1: 
Gib im Beispiel von Herrn Unschuld die Behauptung, die bewiesen werden soll, das Gegenteil der Behauptung (die Annahme) und den Widerspruch an, der die Richtigkeit der Behauptung zeigt.
	Behauptung
	

	Gegenteil der 
Behauptung
	

	Widerspruch
	


Aufgabe 2:
Euklids Beweis ist durcheinandergeraten. Bringe die einzelnen Teile wieder in die richtige Reihenfolge, indem du sie zuerst ausschneidest und dann sortierst. Du hast die richtige Lösung gefunden, wenn die Buchstaben auf den Puzzleteilen eine Stadt ergeben, in der Euklid lebte. Klebe den Beweis dann auf der Rückseite des vorherigen Blattes auf.
Das erste Puzzleteil ist schon am richtigen Platz:
Euklid behauptet: Es gibt unendlich viele Primzahlen.
Also können wir 30031 nicht als Produkt der Primzahlen 2, 3, 5, 7, 11, 13 darstellen. 30031 hat aber andere Primfaktoren, nämlich 509 und ___.
R



Wenn wir versuchen, 30031 durch die Primzahlen auf der Liste zu teilen, bekommen wir immer einen Rest heraus, nämlich __.      
D

Um das zu beweisen, stellt er die „Gegenteil-Frage“: 
Was wäre, wenn es weniger als unendlich viele Primzahlen gibt?
A

Euklid kann mit dieser Idee zeigen: 
Egal wie viele Primzahlen auf der Liste stehen – wenn es nur endlich viele sind, findet man immer eine Zahl, die nicht aus diesen Primzahlen aufgebaut werden kann.
I

Wir erweitern unsere Liste auf 2, 3, 5, 7, 11, 13 und bauen daraus eine Zahl nach dem gleichen Muster wie vorher:    2 ∙ 3 ∙ 5 ∙ 7 ∙ 11 ∙ 13 + 1 = 30031
N

Er multipliziert diese Primzahlen miteinander und zählt zu dem Produkt 1 dazu:    2 ∙ 3 ∙ 5 ∙ 7 + 1 = 211
E

Deshalb muss es unendlich viele Primzahlen geben. Die Behauptung ist also richtig.
A

211 ist also eine Zahl, die sich nicht aus den Primzahlen 2, 3, 5, 7 aufbauen lässt.
A

Für dieses „Experiment“ nimmt er an: Alle Zahlen können aus den Primzahlen 2, 3, 5 und 7 aufgebaut werden.
L

211 ist eine Primzahl. Diese Zahl steht aber nicht auf unserer Primzahlliste 2, 3, 5, 7.
X


Erwartungshorizont: Euklids Beweis
Aufgabe 1:
	Behauptung
	Herr Unschuld hat den Einbruch nicht begangen.

	Gegenteil der 
Behauptung
	Herr Unschuld hat den Einbruch begangen.

	Widerspruch
	Herr Unschuld kann nicht gleichzeitig mit Freunden im Kino sein und einen Einbruch begehen.



Aufgabe 2:Euklids Beweis ist durcheinandergeraten. Bringe die einzelnen Teile wieder in die richtige Reihenfolge, indem du sie zuerst ausschneidest und dann sortierst. Du hast die richtige Lösung gefunden, wenn die Buchstaben auf den Puzzleteilen eine Stadt ergeben, in der Euklid lebte. Klebe den Beweis dann auf der Rückseite des vorherigen Blattes auf.
Das erste Puzzleteil ist schon am richtigen Platz:
Euklid behauptet: Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Um das zu beweisen, stellt er die „Gegenteil-Frage“: 
Was wäre, wenn es weniger als unendlich viele Primzahlen gibt?
A



Wenn wir versuchen, 30031 durch die Primzahlen auf der Liste zu teilen, bekommen wir immer einen Rest heraus, nämlich 1.      
D

Wir erweitern unsere Liste auf 2, 3, 5, 7, 11, 13 und bauen daraus eine Zahl nach dem gleichen Muster wie vorher:    2 ∙ 3 ∙ 5 ∙ 7 ∙ 11 ∙ 13 + 1 = 30031
N

Für dieses „Experiment“ nimmt er an: Alle Zahlen können aus den Primzahlen 2, 3, 5 und 7 aufgebaut werden.
L

Er multipliziert diese Primzahlen miteinander und zählt zu dem Produkt 1 dazu:    2 ∙ 3 ∙ 5 ∙ 7 + 1 = 211
E

211 ist eine Primzahl. Diese Zahl steht aber nicht auf unserer Primzahlliste 2, 3, 5, 7.
X

211 ist also eine Zahl, die sich nicht aus den Primzahlen 2, 3, 5, 7 aufbauen lässt.
A


Also können wir 30031 nicht als Produkt der Primzahlen 2, 3, 5, 7, 11, 13 darstellen. 30031 hat aber andere Primfaktoren, nämlich 509 und 59.
R



[bookmark: _GoBack]Euklid kann mit dieser Idee zeigen: 
Egal wie viele Primzahlen auf der Liste stehen – wenn es nur endlich viele sind, findet man immer eine Zahl, die nicht aus diesen Primzahlen aufgebaut werden kann.
I





Deshalb muss es unendlich viele Primzahlen geben. Die Behauptung ist also richtig.
A





Lösungswort: ALEXANDRIA
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3 Wie viele Primzahlen gibt es?
"3 Wann ist eine Zahl durch 3 teilbar?

Q Nenne eine Primzahl zwischen 50 und 60.

’ﬁ@ Sind alle Primzahlen ungerade? Q@Zerlcgeclelthzlﬁ
in Primfaktoren.

% %Y Ist 4 647 565 eine Primzahl?
% % Zerlege die Zahl 27
in Primfaktoren.
EQ Woas ist der gréBte gemeinsame
Teiler von 12 und 30?

4 %3 Was ist das kleinste gemeinsame
Vielfache von 9 und 12?
D @ & Nenne alle Teiler der Zahl 18.

57, 67, 77 oder 87?

EDED e Zerlege 12 in eine

Summe aus zwei Primzahlen.

deren Summe wieder eine Primzahl ist.

©D & @ primzahlzwillinge sind Primzahlen mit der Differenz 2.
Nenne einen Primzahlzwilling zwischen 25 und 35,
ohne auf das Spielbrett zu schauen.

! Was versteht man unter einer Primzahl?

Q Nenne eine Primzahl zwischen 60 und 70.

'3 Wann ist eine Zahl durch 5 teilbar?

% % Ist 513 eine Primzaht? % % Zerlege die Zahl 12

in Primfaktoren.

4 €Y Ist 1975 626 eine Primzahl? 4 % Zerlege die Zahl 30

in Primfaktoren.
% % Was ist der groBte gemeinsame

Teiler von 16 und 24? o %
Q E Was ist das kleinste gemeinsame wurde zerlegt?
Vielfache von 8 und 10? 22-7=

D & @D Nenne alle Teiler der Zaht 20. ™ @ & welche Zahl ist
keine Primzahl?
@ T D, Zerlege 15 in eine b Ganbald

Summe aus zwei Primzahlen.

@ @ & Nenne zwei Primzahlen zwischen 1und 10,
deren Differenz wieder eine Primzahl ist.

@ €D & primzahlzwillinge sind Primzahlen mit der Differenz 2.
Nenne einen Primzahlzwilling zwischen 35 und 45,
ohne auf das Spielbrett zu schauen.
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